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引 言
在基于变形修正的模型简化方法基础之上建立
















上 , 边界节点没有质量分配. 在该假设下建立的单
元质点系动力方程 , 表示的是单元质点系在牛顿第
二定律描述下的动力平衡 , 能够精确描述单元质点
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果表明, 该方法能够明显地提高求解的精确度 , 使
结果更趋近于真实解 , 从而很好地证明了该方法的
有效性.










M 汹丁+( 兀氛一兀乳兀言!一万言;)可 = 式一开乳开言!一了言(5)
令 M 二= M 氛, 万乞= 万乳一兀异兀言 l万氛, 了乏=
 一兀乳开言 厅 ,则式 (5)可表示为




M e公I + 开e ∀ , = F e (7)
其中, M c = M l, ,万c 二兀I, 一兀IB 兀晶万B, ,
F c = FI 一兀IB 万益FB. 下标 ,I# , 表示结构整体

























 ro 0 1 ∃公言l r言!兀氛1 ∃!言1 {了言1
LO M 氛% 卜犷J L兀晃 开氛J 卜贫 J tf犷J(1)
其中标示 ,i# 表示单元内部质心节点自由度对应的
特征, 标示 ,b# 表示单元边界自由度对应的特征.
假设式 (l) 已经做了边界约束处理. 将其拆分为
两个等式, 即
万艺!!言+ 兀言!蓄= f言 (2)
M 袅公犷+ 万异!言+ 万袅!李= f犷 (3)
式 (2)和 (3)能够精确描述单元质点系的惯性效应.
其中式 (3)是对单元质心节点惯性效应的描述 , 它在
形式上是完备的: 人是作用在该单元质心节点上的
结构外力, 开乳 是该单元边界节点对质心节点的
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其中 p 是材料密度.
3 算 例





尺寸: l = 0. 3 m , 截面积 0. 01 m 2. 材料参数:







对误差的对比, 如图 2 所示.
图 2 所示 , 单元质量质心集中方法得到的杆件
前 6 阶固有频率值的相对误差都在 2% 以内, 第 8
阶固有频率的误差也不到 4% .而单元质量边界集中
结果第 6 阶固有频率的相对误差己超过 5% , 第 8




较. 对比两种质量集中方法下 10 个杆单元组成的
杆件, 同一简谐振动 (幅值 0. 03 m , 频率 司 在其中
的传播规律. 单元几何尺寸和材料参数不变 , 求解
都采用 N ew m ar k 逐步积分法 , 时间步长 ∋忿选择




源第 j 个节点的振动响应可以表示为 [v- 91
畔 = U0 [刀exp(i 沪){, exp(i  ! ∋) (10)
其中, i是虚数单位, U0 是振源振动幅值 , !是振
源振动频率 , ∋t是时间步长. 刃ex p(i  司 称为振
动传递函数, 其中 刀表示传递函数的幅值; 沪表示
传递函数的相位 , 是离散模型里振动传播的波数 kl
与杆单元长度 l乘积的相反数 [7- 0]
遏
一 解析解 : )
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自振预率阶数
图 2 2 种离散模型固有频率的相对误差
刀和 kl 可以通过振动传递过程中任意一点的振动时
程曲线得到 12).




的增大而减小 , 即传递函数幅值 刀< 1.当节点振动
频率小于模型的截止频率时 , 振动可以在离散模型
中传播, 此时振幅在传递过程中不变 , 即传递函数
幅值 刀二L
通过比较同一个简谐振动分别在两种质量集中
模型中传播的传递函数幅值试图 3 所示), 判断在相
同空间和时间步长条件下两者截止频率值的大小.
可以看到在算例选取的空间和时间步长条件下 , 单
元质量边界集中模型的 叮值在 !/!!= 1 附近开始
衰减 , 说明该条件下该离散模型的截止频率在 !!附
近. 而在单元质量质心集中模型里 , 同一现象出现
在 /!!= 7r /3 附近. 这一对比说明, 在相同空间和
时间步长条件下, 单元质量质心集中提高了离散模
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!/!!二0. 6 时, 单元质量质心集中模型沪值的相对
误差还不到 3% ,而此时单元质量边界集中模型的已
远远超过 5% ,而 !/!!= 0.7 时, 单元质量质心集中






岁绷麟友舞图 3 3 种模型的振动传递函数幅值
型的截止频率值. 我们分析了多组两相邻节点的振
幅 , 得到了相同的结论.
根据波动有限元理论 &7- 1!, 寄生振荡效应产生
前 , 振动可以在离散模型中传播. 但是和在连续模
型中的传播规律不同, 离散模型中振动传递函数相






数的相位值 沪来判断. 图 4 是不同 / !对应的沪






图 5 2 种离散模型传递函数相位值的相对误差














了 10% 左右, 还有效抑制了振动传播过程中的频散
效应, 提高了离散模型对振动传播模拟的精确度.
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图 10 预应力钢压杆不对称屈曲
通过 = 0 , 联立方程组, 即可解得 P cr . 根
据作者研究 10 ], 对于不对称屈曲显著的钢压杆, 利
用式 (6)得到的临界荷载要低于式 (3)或 (4)求得的
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